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Abstrak 
Sistem linier kontinu bergantung terhadap waktu merupakan suatu model yang banyak dijumpai dalam 
beberapa aplikasi. Artikel ini mengkaji hubungan antara ketercapaian dan keterkontrolan sistem linier 
kontinu bergantung waktu. Dengan menggunakan metode aljabar dibuktikan beberapa teorema agar 
diperoleh hubungan antara ketercapaian dan keterkontrolan sistem linier kontinu bergantung terhadap 
waktu. Selain itu, diberikan beberapa contoh sebagai ilustrasi untuk memperkuat keberlakuan teorema-
teorema yang telah dibuktikan. 
Kata Kunci: ketercapaian, keterkontrolan, sistem linier kontinu bergantung terhadap waktu 
Abstract 
Continuous time-varying linier system is a model which many peoples to find in any applications. This 
paper to teaching connection of reachability and controllability for continuous time-varying linear 
system. With algebra method we can proof any theorems to result connection of reachability and 
controllability for continuous time-varying linear system. Futhermore, we given any examples for 
illustration to be valid this theorems and this proof. 
Keywords: reachability, controllability, continuous time-varying linier system 
 
 
1. Pendahuluan
Diberikan suatu persamaan keadaan dari 
sistem linier kontinu bergantung terhadap waktu 
berikut: 
.
0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( );      ( ) ,t A t t B t t t  x x u x x     (1) 
dengan ( ) ,  ( )
n n n m
A t B t
    dan untuk 0t  . 
Dalam [2] disebutkan bahwa solusi (1.1) adalah 
0
0 0
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
t
t
t t t t t B d      x x u
 
(2) 
Hal yang menarik untuk dikaji dari sistem 
linier adalah masalah ketercapaian dan 
keterkontrolan. Untuk sistem (1), suatu keadaan 
f
x  dikatakan tercapai jika terdapat suatu input u  
yang dapat mentransfer keadaan nol kepada 
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keadaan 
f
x  dalam waktu hingga 
f
t  (lihat pada 
Gambar 1). 
 
Gambar 1. Keadaan Tercapai 
f
x  
Selain itu, suatu keadaan 
0
x  dikatakan 
terkontrol jika terdapat suatu input u  yang dapat 
mentransfer keadaan 
0
x  kepada keadaan nol 
dalam  waktu  hingga  
f
t  (lihat pada Gambar 2). 
 
Gambar 2. Keadaan Terkontrol 
0
x  
 
Ketercapaian mengandung makna bahwa 
kontrol 
t
u  mesti dicari sedemikian sehingga 
0
( , ) ( ) ( ) ,
ft
f f
t B d    x u  
Selain itu, keterkontrolan bermakna bahwa 
kontrol ( )tu  juga harus dicari sedemikian 
sehingga 
0
0
( ) ( , ) ( ) ( )0 .,
ft
ff
t t B d      x u 0  
Sistem (1) dikatakan tercapai keadaan pada 
waktu 
f
t  apabila untuk setiap keadaan 
f
x  
tercapai, dan dikatakan terkontrol keadaan pada 
waktu 
0
t  apabila untuk setiap keadaan 
0
x  
terkontrol. 
Hasil utama dari artikel ini yaitu memberikan 
syarat cukup dan perlu kepada masing-masing 
kriteria dari sistem (1) yaitu ketercapaian, 
keterkontrolan, dan hubungan kedua kriteria 
tersebut. 
Artikel ini disusun atas beberapa bagian, pada 
bagian 2 memperkenalkan konsep dasar dari 
sistem linier kontinu bergantung terhadap waktu, 
pada bagian 3 membahas tentang ketercapaian 
pada sistem (1), pada bagian 4 membahas tentang 
keterkontrolan pada sistem (1), dan pada bagian 5 
membahas tentang hubungan antara ketercapaian 
dan keterkontrolan dari sistem (1). 
 
2. Sistem Linier Kontinu Bergantung 
Terhadap Waktu 
Diberikan persamaan keadaan dalam [2]: 
.
0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( );  ( ) ,  0t A t t B t t t t   x x u x x    (3) 
dimana ( ) ,  ( )
n n n m
A t B t
    adalah matriks 
riil bergantung waktu dan ( )
m
t u  menyatakan 
vektor input yang kontinu piecewise pada interval 
terbuka ( , )a b . 
Asumsikan ( )B t  0 , maka (2) dapat ditulis 
menjadi 
.
0 0
( ) ( ) ( );  ( ) ,  0.t A t t t t  x x x x          (4) 
Jika 
(1) (2) (n)
( ), ( ), , ( )t t tx x x  adalah solusi 
bebas linier dari (3), maka 
(1) (2) (n)
( ) ( ) ( ) ( )t t t t    x x x  
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dikatakan matriks fundamental dari (4). Matriks 
fundamental ( )t  memenuhi persamaan 
diferensial matriks 
( ) ( ) ( ),t A t t    
dan kondisi awal 0( )
n n
t I
    adalah tak 
singular. 
Karena ( )t   adalah solusi pada (4) dan 
0
( )t   adalah matriks konstan tak singular untuk 
0
t  (matriks identitas), maka matriks 
0
( , )t t   
dapat didefinisikan sebagai berikut. 
Definisi 2.1. [2] Jika    adalah matriks 
fundamental dari (4), maka    yang 
didefinisikan sebagai 
 1
0 0 0
( , ) ( ) ( ),    ,  0.t t t t untuk t t
      
dikatakan matriks transisi keadaan dari (4). 
 Berikut merupakan konsep-konsep 
matriks transisi keadaan dari (4). 
Teorema 2.2. [2] Misalkan 
0
( , )t    dan 
0
( , )t t  adalah matriks transisi keadaan dari (4) 
untuk ( , )t    maka pernyataan berikut benar. 
1. 
0
( , )t t  merupakan solusi tunggal dari 
persamaan diferensial matriks 
 0 0( , ) ( ) ( , ),
d
t t A t t t
dt
    
dengan 
0 0
( , ) .t t I    
2. Untuk setiap , , ( , )t s    , berlaku  
 ( , ) ( , ) ( , ).t t s s       
3. Untuk setiap , ( , )t    , berlaku ( , )t   tak 
singular dan 
 
1
( , ) ( , ).t t     
Bukti. 
1. Misalkan   matriks fundamental dari (4). 
Dengan menggunakan Definisi 2.1. diperoleh 
1
0 0
( , ) ( ) ( )t t t t
    . Oleh karena itu, 
 
0 0
( , ) ( ) ( , ),t t A t t t    
dan 
 
0 0
( , ) .t t I    
2. Misalkan   matriks fundamental dan    
matriks transisi dari (1). 
Dengan menggunakan Definisi 2.1 diperoleh 
 ( , ) ( , ) ( , ),t t s s      
dengan , , ( , )t s    . 
3. Misalkan   matriks fundamental, maka 
( ( )) 0det t   untuk setiap ( , )t   . 
Oleh karena itu 
( ( , )) 0.det t    
Dengan demikian, dapat dibuktikan bahwa 
( , )t   tak singular dan 1( , ) ( , )t t     . 
  
 
Berdasarkan konsep matriks transisi keadaan, 
maka solusi dari (4) diberikan oleh  
 
0 0
( ) ( , )t t t x x   
Matriks transisi keadaan dari (4) dapat 
ditentukan dengan menggunakan teorema berikut. 
Teorema 2.3. [2] Jika untuk setiap    dan  t  
berlaku 
 
0 0
( ) ( ) ( ) ( ),
t t
t t
A t A d A d A t      
       
  
maka 
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0
0
( , ) exp ( ) .
t
t
t t A d   
  
  
Teorema 2.4. [5] Solusi persamaan (4) diberikan 
oleh 
 
0
0
0
0 0
0 0 0 0
0 0
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( ) ( )
t
t
t
t
t
t
t t t t B d
t t t t t B d
t t t B d
   
   
   
   
    
    
  



x x u
x u
x u
  
dengan ( , )t   adalah solusi tunggal dari 
 
0 0
0 0
( , ) ( ) ( , ),
( , ) .
d
t t A t t t
dt
t t I
  
 
  
 
3. Ketercapaian Sistem Linier Kontinu 
Terlebih dahulu akan dipaparkan definisi 
formal dari ketercapaian sebagai berikut. 
Definisi 3.1. [2] Suatu keadaan 
f
x   dikatakan 
tercapai pada waktu 
f
t   jika untuk suatu waktu 
hingga
0f
t t , terdapat suatu input ( )tu , 
0
[ , ]
f
t t t  yang mentransfer keadaan ( )tx  dari 
keadaan awal 
0
( )t x 0  kepada keadaan
( )
f f
t x x . 
 
Jika 
f
x  tercapai pada waktu 
f
t  dari keadaan
0
( )t x 0 , maka berdasarkan (2) diperoleh 
 
0
( , ) ( ) ( )
ft
f f
t
t B d    x u   
dimana ( , )
f
t t  merupakan matriks transisi 
keadaan untuk sistem (1). 
Misalkan f
t
r
  menyatakan himpunan dari 
semua keadaan tercapai pada waktu 
f
t  yang 
secara simbolis dapat ditulis 
 {  tercapai dari  pada waktu }f
t
r f
t  x x 0   
ft
r
  merupakan suatu subruang dari ruang vektor 
keadaan n , yang disebut juga sebagai subruang 
keadaan tercapai. Untuk penyederhanaan 
penulisan, f
t
r
  selanjutnya ditulis r . 
 
Definisi 3.2. [2] Sistem (1) dikatakan tercapai 
keadaan pada waktu 
f
t  jika setiap keadaan 
nx  adalah tercapai, yakni n
r
  . 
Menentukan kontrol ( )tu  bukan merupakan 
proses yang sederhana, Maka diperlukan suatu 
kriteria yang menjamin ketercapaian sistem (1). 
Lemma 3.3. [2] Misalkan 
 
0
0
( , , ) ( , ) ( ) ( )
ft
f f
t
L t t t B d   u u   
dan 
0
0
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
ft T T
r r f f f
t
W W t t t B B t d     
dengan ( , )
f
t t  menyatakan matriks transisi 
keadaan. Maka 
0 0
( (•, , )) ( ( , ))
f r f
L t t W t t  
untuk setiap 
0f
t t . 
Bukti. Misalkan 0ft t  sebarang. Akan 
dibuktikan bahwa 0 0( ( , )) ( (•, , ))r f fW t t L t t  
untuk setiap 0ft t . Misalkan ( )f rWx , maka 
terdapat 1
nη  sedemikian sehingga 
 1.f rWx η   
Akibatnya 
 
0
0
1
1
( , ) ( ) ( ) ( , )
( , ) ( ) ( ) ( , )
f
f
t
T T
f f f
t
t
T T
f f
t
t B B t d
t B B t d
    
    
   
  
  


x η
η
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Pilih 
1
( ) ( ) ( , )
T T
f
t B t t t u η , maka 
 
0
( , ) ( ) ( ) .
ft
f f
t
t B d    x u   
Akibatnya 0( , , )f fL t tx u  yang menunjukkan 
bahwa 0( (•, , ))f fL t tx . 
Jadi 0 0( ( , )) ( (•, , ))r f fW t t L t t . 
 Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa 
0 0
( (•, , )) ( ( , ))
r f
L t tf W t t . Misalkan 
0
( (•, , ))
f f
L t tx , maka terdapat mu  
sedemikian sehingga 0( , , )f fL t t u x . Akan 
ditunjukkan bahwa 0( ( , ))f r fW t tx . 
 Andaikan 0( ( , ))f r fW t tx , maka 
terdapat 0( ( , ))f r fW t t x  sedemikian sehingga 
 ,r fW  x 0   
kalikan dari kiri kedua ruas dengan ( )T
f
x , 
diperoleh 
 ( ) 0.T
f r f
W  x x   
Akibatnya, 
 
0
0
2
0 ( ) ( , )
( ) ( , ) .
f
T
f r f f
t
T T
f f
t
W t t
B t d  
 
 
x x
x
  
Persamaan terakhir  berlaku jika 
( ) ( , )   0
T T
f f
B t   x . Selain  itu, 
( ) ( , ) 0
T T
f f
B t   x  berlaku jika dan hanya 
jika ( ) ( , )T T
f f
B t   x 0  untuk setiap 0[ , ]ft t t , 
sehingga 
 ( ) 0.T
f f
 x x   
Karena 
r
W  simetris maka 
0 0
( ( , )) ( ( , ))
r f r f
W t t W t t
 . Ini dapat 
dibuktikan sebagai berikut. 
 
0
0
( ( , ))
( ( , ))
n
f r f f r f f
f r f
W t t W
W t t

       
 
x x x x
x
  
Diperoleh 
0 0
( ( , )) .( ( , ))
r f r f
W t t W t t
   
 Selanjutnya, tulis 
0
dimana  ( ( , ))
f f f f r f
W t t    x x x x  dan 
0
( ( , ))
f r f
W t t x . Karena 0( ( , ))f r fW t tx  
maka f x 0 , sedemikian sehingga ( ) 0
T
f f
  x x   
yang mengakibatkan ( ) 0T
f f
 x x . 
 Ini kontradiksi dengan ( ) 0T
f f
 x x . Jadi 
mestilah 0( ( , ))f r fW t tx   sedemikian sehingga 
0 0
( (•, , )) ( ( , ))
f r f
L t t W t t . Oleh karena itu, 
0 0
( (•, , )) ( ( , ))
f r f
L t t W t t  untuk setiap 0ft t .
 
 
Teorema 3.4. [2] Diberikan sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u . Maka terdapat input u  
yang mentransfer keadaan awal 
0
( )t x 0  kepada 
keadaan ( )
f f
t x x , jika dan hanya jika terdapat 
suatu waktu hingga 
0f
t t  sedemikian sehingga 
 
0
( ( , ))
f r f
W t tx   
Selanjutnya, diberikan 
 
1 1
( ) ( ) ( , )
T T
t B t t t u η   
dengan 
1
η  merupakan suatu solusi dari
0 1 0
 ( , )  [ , ]
r f f f
W t t dan t t t η x . 
 
Berikut merupakan akibat dari Teorema 3.4 
untuk sistem tercapai keadaan yang dengan 
mudah dibuktikan dengan menggunakan Definisi 
3.2 dan Teorema 3.4. 
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Akibat 3.5. [2] Sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  
tercapai keadaan pada waktu 
f
t , jika dan hanya 
jika terdapat waktu hingga 
0f
t t  sedemikian 
sehingga 
 
0
( ( , )) .
r f
rank W t t n   
Teorema berikut memberikan suatu input 
yang dapat mentransfer sebarang keadaan 
0
x   
kepada sebarang keadaan 
f
x  dalam suatu waktu 
hingga 
0f
t t . 
Teorema 3.6. [2] Terdapat suatu input 
1
( ) ( ) ( , )
T T
f
t B t t t u η  yang mentransfer 
keadaan sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  dari 
sebarang keadaan 
0 0
( )t x x  kepada sebarang 
keadaan ( )
f f
t x x  dengan 
0f
t t  jika dan hanya 
jika 
 
0 0 0
( , ) ( ( , )).
f f r f
t t W t t x x   
dengan 
1
nη  merupakan solusi dari 
 
0 1 0 0
( , ) ( , ) .
r f f f
W t t t t η x x   
Bukti. 
( )  Misalkan terdapat input u  yang mentransfer 
keadaan dari sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  
dari keadaan 
0 0
( )t x x  kepada keadaan 
( )
f f
t x x , yaitu 
 
0
0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )
ft
f f f
t
t t t B d      x x u   
maka 
 
0
0 0
( , ) ( , ) ( ) ( ) .
ft
f f f
t
t t t B d     x x u   
Misalkan 
0 0
( , )f f ft tx x x , maka persamaan 
terakhir  dapat ditulis 
 
0
( , ) ( ) ( ) .
ft
f f
t
t B d    x u  
Dengan diberikan input ( )tu , maka 1,f rWx η  
dengan 1
nη  suatu solusi dari 
0 1 0 0
( , ) ( , )
r f f f
W t t t t η x x . Ini berarti 
0
( ( , )),f r fW t tx  atau 
0 0 0
( , ) ( ( , )).
f f r f
t t W t t x x   
( )  Misalkan 0 0 0( , ) ( ( , ))f f r ft t W t t x x . 
Ini berarti bahwa terdapat 1
nη   sedemikian 
sehingga 0 0 1( , )f f rt t W x x η . Perhatikan 
bahwa: 
0
0 0 1
1
( , )
( , ) ( ) ( ) ( , ) .
f
f f r
t
T T
f f
t
t t W n
t B B t d    
 
  
x x η
η
 Dengan menggunakan input ( )tu , maka 
 
0
0 0
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .
ft
f f f
t
t t t t B d      x x u   
Persamaan tersebut menyatakan suatu input 
( )tu   mentransfer dari keadaan 
0 0
( )t x x  kepada 
keadaan ( )f ft x x  dengan 0ft t .  
 
 
Berikut merupakan akibat dari Teorema 3.6. 
untuk sistem tercapai keadaan. 
Akibat 3.7. [2] Misalkan sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  tercapai keadaan pada 
waktu 
f
t  . Maka terdapat input yang mentransfer 
sebarang keadaan 
0 0
( )t x x  kepada sebarang 
keadaan ( )
f f
t x x   dengan
0f
t t . Input yang 
dimaksud adalah 
1
0 0 0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
T T
f r f f f
t B t t t W t t t t
     u x x
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 untuk
0
[ , ]
f
t t t  . 
Bukti. Misalkan sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u   
tercapai keadaan pada waktu ft , maka pada 
Akibat 3.5. 0( ( , ))r frank W t t n  untuk suatu 
waktu 0ft t , ini mengakibatkan 
0
( ( , )) 0
r f
det W t t   sehingga 1
0
( , )
r f
W t t
  ada. 
 Berdasarkan Teorema 3.6. diperoleh 
0 0 0
( , ) ( ( , ))
f f r f
t t W t t x x  ini berarti 
terdapat 1
nη  sedemikian sehingga 
0 1 0 0
( , ) ( , )
r f f f
W t t t t η x x . Selanjutnya 
1
η  
dapat dicari sebagai berikut: 
 0 1 0 0( , ) ( , ) ,r f f fW t t t t η x x   
kalikan dari kiri kedua ruas dengan 1
0
( , )
r f
W t t
  
diperoleh 
 1
1 0 0 0
( , ) ( , ) .
r f f f
W t t t t
    η x x   
Subsitusikan persamaan tersebut ke input 
1
( ) ( ) ( , )
T T
f
t B t t t u η  (berdasarkan Teorema 
3.6.), maka diperoleh 
 
1
0 0 0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) .
T T
f r f f f
t B t t t W t t t t
     u x x
Dengan memberikan 
1
0 0 0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
T T
f r f f f
t B t t t W t t t t
     u x x
, maka akan mentransfer sebarang keadaan 
0 0
( )t x x  
kepada sebarang keadaan ( )f ft x x  dengan 0ft t .  
 
Contoh 3.1. Diberikan sistem 
.
( )   ( ) ( )  ( ) ( )t A t t B t t x x u  dengan 
2
1
( )  
0 1
t
e
A t
 
  
 
 dan ( )
0
t
e
B t
 
  
 
. Akan 
ditunjukkan bahwa sistem ini tidak tercapai 
keadaan. 
 Dengan menggunakan Teorema 2.3. 
matriks transisi keadaan dari sistem tersebut 
adalah 
 
( ) 3
( )
1
( )
( , ) 2
0
t t t
t
e e e
t
e
  


    
 
 
  
 
 
  
akibatnya ( , ) ( )
0
t
e
t B 
 
   
 
 dan 
 
0
2 2
0
0
0 ( ) 0
( , ) .
0 0 0 0
f f
f
t t
t
f
r f
t
e t t e
W t t d
    
    
   
   
Jelas bahwa 0( ( , )) 2r frank W t t n   untuk 
sebarang 0ft t , sehingga sistem tidak tercapai 
keadaan pada ft . 
 
Contoh 3.2. Diberikan sistem  
.
( )   ( ) ( )  ( ) ( )t A t t B t t x x u  
dengan 
2
1
( )
0 1
t
e
A t
 
  
 
 dan 
0
( )
t
B t
e

 
  
 
. 
Akan dibuktikan bahwa sistem ini tercapai 
keadaan. 
Dengan menggunakan Teorema 2.2 matriks 
transisi keadaan dari sistem tersebut adalah 
( ) 3
( )
1
( )
( , ) 2
0
t t t
t
e e e
t
e
  


    
 
 
  
 
 
  
akibatnya 
21
( )
( , ) ( ) 2
t t
t
e e
t B
e

 
 

 
  
 
 
 dan 
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0
0
0
2
2
2 2 4 2 22
2 2 2
( , )
1
( ) 1
2 ( )
2
1 1 1 1
(1 )
4 2 4 2
1
(1 )
2
f f
f
f f f
f
f f f
f
f f
r f
t t
t t t t
t
t
t t t
t
t
t t
W t t
d
e e
e e e d n
e
e e e e
d n
e e
a b
c


 



 
  

   
  
 
        
  
 
   
  
 
  
 
  
 


 dengan  
 
00
0
0
2 2 42
0
2 2
0
2 2
0
(4 4 3) 4
16
(2 2 1)
4
(2 2 1)
4
f f
f
f
t t tt
f
t t
f
t t
f
e t t e e
a
e t t
c
e t
b
t
 
 
 



   
  
  
  
2
0
( ) .f
t
f
t t ed

    
Jelas bahwa 
0
( ( , )) 2
r f
rank W t t n   untuk 
sebarang 
0f
t t  sehingga sistem tercapai keadaan 
pada 
f
t . 
 
4. Keterkontrolan Sistem Linier 
Kontinu 
Definisi 4.1. [2] Suatu keadaan 
0
x  dikatakan  
terkontrol pada waktu 
0
t   jika untuk suatu waktu 
hingga
0f
t t , terdapat input ( )tu , 
0
[ , ]
f
t t t  
yang mentransfer keadaan ( )tx  dari keadaan 
0 0
( )t x x  kepada keadaan ( )
f
t x 0 . 
Jika keadaan  
0
x  terkontrol pada waktu 
0
t , 
maka berdasarkan (2) diperoleh 
 
0
0 0
( , ) ( ) ( ) ,
ft
t
t B d     x u   
dimana  
0
( , )t   merupakan matriks transisi 
keadaan untuk sistem (1). 
Misal 0t
c
  menyatakan himpunan dari semua 
keadaan terkontrol pada waktu 
0
t , yang secara 
simbolis dapat ditulis 
 0
0
{  terkontrol pada waktu }.
t
c
t  x x   
0t
c
  merupakan suatu subruang dari ruang vektor 
keadaan n , yang disebut juga sebagai subruang 
keadaan terkontrol. Untuk penyederhanaan 
penulisan 0t
c
  selanjutnya ditulis c . 
Definisi 4.2. [2] Sistem (1) dikatakan terkontrol 
keadaan pada waktu 
0
t  jika setiap keadaan 
nx  adalah terkontrol yakni n
c
  . 
Menentukan kontrol ( )tu   bukan merupakan 
proses yang sederhana, Maka diperlukan suatu 
kriteria yang menjamin keterkontrolan sistem (1). 
Lemma 4.3. Misalkan 
 
0
0 0
ˆ( , , ) ( , ) ( ) ( )
ft
f
t
L t t t B d   u u        (5) 
dan 
 
0
0 0 0
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
ft T T
c c f
t
W W t t t B B t d        
dengan 
0
( , )t t  menyatakan matriks transisi 
keadaan. Maka 0 0
ˆ( (•, , )) ( ( , ))
f c f
L t t W t t   
untuk setiap 
0 f
t t .   
Teorema 4.4. Diberikan sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u . Maka terdapat input u  
yang mentransfer keadaan awal 
0 0
( )t x x   
kepada keadaan ( )
f
t x 0 , jika dan hanya jika 
terdapat suatu waktu hingga 
0 f
t t   sedemikian 
sehingga 
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0 0
( ( , ))
c f
W t tx   
Selanjutnya, diberikan 
 
0 1
( ) ( ) ( , )
T T
t B t t t  u η   
dengan 
1
η  merupakan suatu solusi dari 
0 1 0 0
 ( , )  [ , ]
c f f
W t t dan t t t η x . 
Berikut merupakan akibat dari Teorema 4.4 
untuk sistem terkontrol keadaan yang dengan 
mudah dibuktikan dengan menggunakan Definisi 
4.2 dan Teorema 4.4. 
Akibat 4.5. [1] Sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  
terkontrol keadaan pada 
0
t , jika dan hanya jika 
terdapat waktu hingga 
0 f
t t  sedemikian 
sehingga 
 
0
( ( , )) .
c f
rank W t t n   
Teorema berikut memberikan suatu input 
yang mentransfer sebarang keadaan 
0
x  kepada 
sebarang keadaan 
f
x   dalam suatu waktu hingga 
0f
t t . 
Teorema 4.6. Terdapat suatu input 
0 1
( ) ( ) ( , )
T T
t B t t t  u η  yang mentransfer 
keadaan sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  dari 
keadaan 
0 0
( )t x x  kepada keadaan ( )
f f
t x x  
dengan 
0 f
t t  jika dan hanya jika 
 
0 0 0
( , ) ( ( , ))
f f c f
t t W t t x x   
dengan 
1
nη  merupakan solusi dari 
 
0 1 0 0
( , ) ( , ) .
c f f f
W t t t t η x x   
Berikut merupakan akibat dari Teorema 4.6 
untuk sistem terkontrol keadaan. 
Akibat 4.7. Misalkan sistem 
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  terkontrol keadaan 
pada waktu 
0
t . Maka terdapat input yang 
mentransfer sebarang keadaan 
0 0
( )t x x  kepada 
sebarang keadaan ( )
f f
t x x   dengan 
0 f
t t . 
Input yang dimaksud adalah 
1
0 0 0 0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
T T
c f f f
t B t t t W t t t t
      u x x
 untuk
0
[ , ]
f
t t t  .   
Contoh 4.1. Diberikan sistem 
.
( )   ( ) ( )  ( ) ( )t A t t B t t x x u  
dengan 
01
( )  dan ( )
10 1
t
e
A t B t
   
    
   
. Akan 
dibuktikan bahwa sistem ini terkontrol keadaan. 
Dengan menggunakan Teorema 2.2, matriks 
transisi keadaan dari sistem tersebut adalah 
 
( ) 2 2
( )
1
( )
( , ) 2
0
t t t
t
e e e
t
e
  


   
 
 
  
 
 
  
akibatnya 
2 2
( )
1
( )
( , ) ( ) 2
t t
t
e e
t B
e
 

 
  
 
 
  
 
 
 
dan 
 
0 0
0 0 0
0
0
0 0 0 0 0
0
0 0 0
0
2 2
2 2
( )
2 4 4 2 2 2
2 2 2 2
( , )
1
( ) 1
( )2
2
1 1
( 2 ) ( )
4 2
1
( )
2
f
f
c f
t t
t
t t t
t
t
t t t t t
t
t
t t t
W t t
e e
e e e d
e
e e e e e
d
e e e
c
a b
d
 
  

    
  


  
    
 
       
    
 
        
 
 
   
  
 
  
 
  
 


dengan 
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0 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0
2 4 4 2 2
2 2
2 2
2
8 2 9
16
3
4
3
4
1
.
2
f f f
f f
f f
f
t t t t t t t
t t t t t
t t t t t
t t
e e e e
a
e e e
b
e e e
c
e
d
     
   
   
 
   

 

 



  
Jelas bahwa 
0
( ( , )) 2
c f
rank W t t n   untuk 
sebarang 
0 f
t t  sehingga sistem  terkontrol 
keadaan pada 
0
t .  
 
5. Hubungan Antara Ketercapaian dan 
Keterkontrolan Sistem Linier 
Kontinu  
Teorema berikut memperlihatkan hubungan 
antara ketercapaian dan keterkontrolan sistem (1). 
Teorema 5.1. [2] Jika sistem  
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )t A t t B t t x x u  tercapai keadaan pada 
f
t , maka sistem tersebut terkontrol keadaan pada 
suatu 
0 f
t t . Selain itu, jika sistem tersebut 
terkontrol keadaan pada 
0
t , maka sistem tersebut 
tercapai keadaan pada suatu 
0f
t t . 
 
Contoh 5.1. Diberikan sistem 
.
( )  ( ) ( )  ( ) ( )t A t t B t t x x u  dimana 
2 01
( )   dan ( )
0 1
t
t
e
A t B t
e

   
    
   
. Dalam Contoh 
3.1. telah ditunjukkan bahwa sistem tercapai 
keadaan pada 
f
t . Akan dibuktikan bahwa sistem 
ini terkontrol keadaan pada 
0
t . Karena sistem 
tercapai keadaan pada
f
t , maka terdapat suatu 
waktu berhingga 
0f
t t  sedemikian sehingga 
0 1
( ( , )) 2
r
rank W t t n   
Telah diperoleh 
 
( ) 3
( )
1
( )
( , ) 2
0
t t t
t
e e e
t
e
  


    
 
 
  
 
 
  
dan 
 
0 0 0
0
0 0
0
0
( ) 3
( )
2
( , ) ( )
1
0( )
2
0
1
( )
.2
t t t
t
t t
t
t B
e e e
e
e
e e
e
  



 
    

 
 


 
        
 
 
 
 
 
  
Sehingga 
 0 0
0 0 0
0
0
0
2
2
( , )
1
( ) 1
( )2
2
f
c f
t t
t
t t t
t
t
W t t
e e
e e e d
e

 
 
  

 
        
 

  
 
0 0 0
0
0 0
2 2 4 2 22
2 2 2
1 1 1 1
(1 )
4 2 4 2
1
(1 )
2
f
t t t
t
t
t t
e e e e
d
e e
b
c
a
d
 


   
  
 
   
  
 
  
 
  
 

 dengan 
 
00
0
0
0
2 2 42
0
2 2
0
2 2
0
2
0
(4 4 5) 4
16
(2 2 1)
4
(2 2 1)
4
( )
f f
f
f
t t tt
f
t t
f
t t
f
t
f
e t t e e
a
e t t
b
e t t
c
d t t e
 
 
 

   

  

  

 
  
Jelas bahwa 
0
( ( , )) 2
c f
rank W t t n   untuk 
sebarang 
0 f
t t . Oleh karena itu sistem 
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31 
terkontrol keadaan pada 
0
t .  
 
Contoh 5.2. Diberikan sistem 
.
( )  ( ) ( )  ( ) ( )t A t t B t t x x u  dengan 
01
( )   dan ( )
10 1
t
e
A t B t
   
    
   
. Dalam Contoh 
4.1 telah ditunjukkan bahwa sistem terkontrol 
keadaan pada
0
t . Akan dibuktikan bahwa sistem 
ini tercapai keadaan pada 
f
t . Karena sistem 
terkontrol keadaan pada 
0
t , maka terdapat suatu 
waktu berhingga 
0 f
t t  sedemikian sehingga   
 
0 1
( ( , )) 2
c
rank W t t n    
Telah diperoleh 
 
( ) 2 2
( )
1
( )
( , ) 2
0
t t t
t
e e e
t
e
  


   
 
 
  
 
 
  
dan 
2 2
( )
1
( )
2( , ) ( )
f f
f
t t
f
t
e e
t B
e
 

 
  
 
 
  
 
  
 
Sehingga
0
0
0
2 2
2 2 ( )
( )
2 4 4 2 3 23
3 2 2 23
( , )
1
( ) 1
2 ( )
2
1 1
( 2 ) ( )
4 2
1
( )
2
f f
f
f f f
f
f f f f
f
f f
r f
t t
t t t t
t
t
t t t t
t
t
t t
W t t
e e
e e e d
e
e e e e e
d
e e e
a b
c d
 
  

   
 


  
    
 
      
   
 
        
  
 
   
  
 
  
 
  
 


dima 
 
0 0
0 0
0 0
2 4 2
2 2
2 2
0
7 8 5
16
2 2
4
2 2
4
1
( )
2
f f f
f f f
f f f
t t t t t
t t t t t
t t t t t
f
e e e
e e e
b
e e e
c
d t t
a
    
   
   
 
  

  

 

  
Jelas bahwa 
0
( ( , )) 2
r f
rank W t t n   untuk sebarang 
0f
t t . Oleh karena itu sistem tercapai keadaan pada 
f
t . 
 
6. Kesimpulan Dan Saran 
Berdasarkan uraian pada bagian 3, bagian 4, 
dan bagian 5, maka dapat diberikan kesimpulan 
sebagai berikut: 
1) Syarat cukup dan perlu untuk tercapai 
keadaan dari sistem (1) adalah 
 
0
( ( , )) ,
r f
rank W t t n     
2) Syarat cukup dan perlu untuk terkontrol 
keadaan dari sistem (1) adalah 
 
0
( ( , )) ,
c f
rank W t t n   
3) Jika sistem (1) tercapai keadaan pada 
f
t , 
maka sistem tersebut terkontrol keadaan pada 
suatu 
0 f
t t . Selain itu, jika sistem tersebut 
terkontrol keadaan pada 
0
t , maka sistem 
tersebut tercapai keadaan pada suatu 
0f
t t . 
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